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ASUPRA UNOR NOI FUNCŢII IN 
TEORIA NUMERELOR 



Introducere 



Performantele matematicii actuale, ca si descoperirile din viitor 
isi au,desigur, inceputul in cea mai veche si mai aproape de 
filozofie ramura a matematicii, in teoria numerelor. 

Matematicienii din toate timpurile au fost, sunt si vor fi atraşi de 
frumuseţea si varietatea problemelor specifice acestei ramuri a 
matematicii. 

Regina a matematicii, care la rândul ei este regina a ştiinţelor, 
după cum spunea Gauss, teoria numerelor străluceşte cu lumina si 
atracţiile ei, fascinandu-ne si usurandu-ne drumul cunoaşterii 
legităţilor ce guvernează macrocosmosul si microcosmosul. 

De la etapa antichitatii, când teoria numerelor era cuprinsa in 
aritmetica, la etapa aritmeticii superioare din perioada Renaşterii, 
când teoria numerelor a devenit parte de sine statatoare si ajungând 
la etapa moderna din secolele XIX si XX,cand in teoria numerelor 
isi fac loc metode de cercetare din domenii vecine, ca teoria 
funcţiilor de variabila complexa si analiza matematicii drumul este 
lung, insa dens, cu rezultate surprinzătoare, ingenioase si culte nu 
numai teoriei propriuzise a numerelor, dar si altor domenii ale 
cunoaşterii, atat teoretice cat si practice. 

In lucrarea aceasta,( capitolul II si III ), plecând de la o funcţie 
numerica specifica teoriei elementare a numerelor 

S : N* — ► N* 

S( n ) este cel mai mic număr natural al cărui factorial este divizibil 
cu n, prezentam proprietăţi si legaturi ale acestei funcţii numerice 
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clasice, dar proprietăţi asimptotice specifice teoriei analitice a 
numerelor . 

Sunt de asemenea prezentate generalizarea lui S la mulţimea 
Q* a numerelor raţionale nenule, ca si alte funcţii, obţinute prin 
analogie cu definiţia lui S. 

Capitolul I este dedicat unor probleme diverse,tinute de autor in 
special in domeniul teoriei congruentelor. 

Interesul internaţional de care se bucura funcţiile S si diversele 
ei generalizări ne bucura si constitue un motiv pentru care am 
introdus in aceasta lucrare si prezentarea unora dintre ele. 

Tin sa mulţumesc in special domnului profesor Vasile Seleacu, 
de la Universitatea din Craiova,cu care am deprins dragostea de 
aritmetica si teoria numerelor , dar mulţumesc de asemenea tuturor 
celor care ,pe parcursul anilor au contribuit la formarea mea 
matematiaca 

Mulţumesc de asemenea părinţilor mei, care m-au îndemnat 
spre invatatura ,m-au ajutat si ma ajuta spre acest drum minunat. 

AUTORUL 
(iunie 1995) 
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Capitolul 1 

GENERALIZAREA UNOR TEOREME 
DE CONGRUENŢĂ 



1.1. Noţiuni introductive 



Fie m un număr întreg şi pozitiv, pe care îl vom numi modul. Cu 
ajutorul lui se introduce în mulţimea Z a numerelor întregi o relaţie 
binară, numită de congruenţă şi notată prin s, astfel: 

1.1.1. Definiţie. Numerele întregi a şi b sunt congruente faţă de 
modulul m dacăşi numai dacă m divide diferenţa a - b. 

Avem deci 

asb (mod m) <=> a - b = km, unde k e z ( 1.1.1.) 

1.1.2. Consecinţă: a=b (mod m) <=> a şi b dau, prin împărţire 
la m, acelaşi rest 

Se ştie că relaţia de congruenţă definită la ( 1.1.1.) este o relaţie de 
echivalenţă (este reflexivă, simetrică şi tranzitivă). Ea mai are însă şi 
următoarele proprietăţi remarcabile: 

aj = bj (mod m) şi a, = b-, (mod m) => 

(i) a, + ao = b, + b-, (mod m) 

(ii) a t - a, = bj - b, (mod m) 

(iii) a t a, = b 1 bo(mod m) 
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Mai general, dacă a^b; (mod m), pentru i = 1, 2, n, iar 
f(Xj, x 2 , x n ) este un polinom cu coeficienţi întregi, atunci 

(iv) f(a 1( a^ .... a n ) = f(bj, b 2 , .... b n ) (mod m) 

Se pot demonstra şi următoarele proprietăţi ale congruenţelor: 

(v) a = b (mod m) şi c € N* => ac = bc (mod mc) 

(vi) a s b (mod m) şi n e N*, n divide m => a = b (mod n) 

(vii) a s b (mod m ; ), i = i, s => a = b (mod m) 

unde m = [m p m,, ..., mj este cel mai mic multiplu comun al 
numerelor m L . 

(viii) a = b (mod m) => (a, m) = (b, m) 

unde prin (x, y) notăm cel mai mare divizor comun al numerelor 
x şi y. 

Deoarece relaţia de concurenţă mod m este o relaţie de 
echivalenţă, ea împarte mulţimea Z a numerelor întregi în clase de 
echivalenţă (clase de congruenţă mod m). Două astfel de clase sunt 
sau disjuncte sau coincid. 

Cum orice număr întreg dă, prin împărţire la m unul din resturile 
0 , 1, 2, ..., m-1, rezultă că 

CC c 

sunt cele m clase de resturi mod m, unde C i este mulţimea nuerelor 
întregi congruente cu i (mod m). 

Uneori este util să se considere, în locul claselor, reprezentanţi 
care să satisfacă diferite condiţii. Astfel, este consacrată următoarea 
terminologie: 

1.1.2. Definiţie. Numerele întregi a p a^, ..., a m formează un 
sistem complet de resturi mod m dacă oricare dintre ele sunt 
necongruente mod m. 
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Rezultă că un sistem complet de resturi mod m conţine câte un 
reprezentant din fiecare clasă. 

Dacă tp este funcţia lui Euler (<p n ) este numărul numerelor 
naturale mai mici decît n si prime cu n), atunci avem şi: 

1.13. Definiţie Numerele întregi a p a,, a (p(m) formează un 
sistem redus de resturi mod m dacă fiecare este prim cu modulul şi 
oricare două sunt necongruente mod m. Se ştie că are loc următoarea 
teoremă: 

1.14. Teoremă (i) Dacă a lt a,, a m este un sistem complet de 
resturi mod m şi a este un număr întreg, prim cu m, atunci şirul 

a aj, a a^, a a m 

este tot un sistem complet de resturi mod m. 

(ii) Dacă a 1? a^, a^ m) este un sistem redus de resturi mod m 
şi a este un număr întreg prim cu m, atunci şirul 

a a l’ a ^ •••’ a a <p(m) 
este tot un sistem redus de resturi mod m. 

Dacă notăm cu Z m mulţimea claselor de resturi mod m: 

Z m = {C 0> Cj, C } 
şi definim operaţiile 
+ :Z m xZ m ^Z m 

Z m xZ m^ Z m 

prin 

C l + Cj = C k , unde k = i + j (mod m) 

• Cj = C h , unde h = i-j (mod m) 
atunci are loc 
1.13. Teoremă. 

(i) (Z m , +) este grup comutativ 
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(ii) (Z m , +, •) este inel comutativ 

(iii) (G m , •) este grup comutativ, 
unde G m = {Cr p Cr 2 , .... C r(p(m) } 

este mulţimea claselor de resturi prime cu modulul. 

1.1.6. Consecinţă. Mulţimea Z p a claselor de resturi faţă de un 
modul prim p formează corp comutativ faţă de operaţiile de adunare 
şi înmulţire definite mai sus. 



1.2. Teoreme de congruenţă din teoria numerelor 



în acest paragraf vom aminti cîte va teorem de congruenţă din 
teoria numerelor ( teoremele Fermat, Euler, Wilson, Gauss, Lagrange, 
Leibniz, Moser şi Sierpinski) pe care în paragraful următor le vom 
generaliza şi vom pune în evidenţă un punct de vedere unificator 
pentru ele. 

în 1 640 enunţă, fără a demonstra, următoarea teoremă: 

1.2.1. Teoremă (Fermat). Dacă întregul a nu este divizibil prin 
numărul prim p, atunci 
a? -1 = l(mod p) 

Prima demonstraţie a acestei teoreme a fost dată în 1736 de către 
Euler. 

După cum se ştie, reciproca teoremei lui format nu este adevărată. 
Cu alte cuvinte, din 
a m-1 = 1 (mod m) 
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şi m nu este divizibil cu a, nu rezultă cu necesitate că m este 
număr prim. 

Nu este adevarat nici măcar că dacă (1.2.1.) este adevărată pentru 
toate numerele a prime cu m, atunci m este prim, după cum se poate 
vedea din exemplul următor (Hj). 

Fie m = 561 = 3 • 11 • 17. Dacă a este un întreg care nu este 
divizibil cu 3, cu 11 sau cu 17, avem desigur: 

a - = l(mod 3), a 10 = 1 (mod 1 1 ), a 16 = 1 (mod 17) 
conform teoremei directe a lui Fermat Dar cum 560 este divizibil 
cu 2 şi 10, cît şi uc 16, deduce: 
a 560 s l(mod nij), i = 1, 2, 3 
unde mj = 3, nr, = 11, m 3 = 17 

Conform proprietăţii (vii) din paragraful precedent rezultă 

a 560 = 1 (mod nijrrumj) 

adică a m_1 s 1 (mod m), pentru m = 561. 

De altfel, se ştie că 561 este cel mai mic număr compus care 
satisface (1.2.1.). Urmează numerele 1105, 1729, 2465, 2821, ... . 

Prin urmare, congruenţa (1.2.1.) poate fi adevărată pentru un 
anume întreg a şi un număr compus m. 

1.2.2. Definiţie. Dacă (1.2.1.) este satisfăcută pentru un umăr 
compus m şi un număr întreg a se spune că m este pseudoprim faţă 
de a. Dacă m este pseudoprim faţă de orice întreg a prin cu m, se 
spune că m este un număr Carmichael. 

Matematicianul american Robert D. Carmichael a fos tprimul care 
în anul 1910 a pus în evidenţă astfel de numere, numite numere 
prime impostoare. 

Până nu demult nu se ştia dacă există sau nu o infinitate de 
numere Carmichael. în chiar primul număr al revistei „What's 
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Happening in the Mathematical Sciences 11 , revistă în care sunt 
anunţate în fiecare an rezultatele mai importante obţinute în 
matematică în ultima vreme, se anunţă că trei matematicieni: Alford, 
Grandville şi Pomerance, au arătat că există o infinitate de numere 
CarmichaeL 

Demonstraţia trioului de matematicieni americani se bazează pe o 
observaţie euristică din 1956 a matematicianului maghiar de renume 
internaţional P. Erdos. Ideea de bază este de a alege un număr L 
pentru care există multe numere prime p care nu divid pe L, dar cu 
proprietatea că p-1 divide pe L Apoi se arată că aceste numere prime 
pot fi înmulţite între ele în multe feluri astfel încît fiecare produs să 
fie congruent cu 1 mod L Rezultă că fiecare astfel de produs este un 
număr CarmichaeL 

De exemplu, pentru L = 120, numerele prime care îndeplinesc 
condiţia amintită mai sus sunt: 

Pi = 7, p 2 = 11, p 3 = 13, p 4 = 31, p 5 = 41, p 6 = 61. 

Rezultă că 41041 = 7 • 11 • 13 • 41, 172081 = 7 - 13 - 31 - 61 şi 
852841 = 11 • 31 • 41 • 61 sunt congruente cu 1 mod 120, deci sunt 
numere CarmichaeL 

Menţionăm că observaţia euristică a lui P. Erdos se bazează pe 
următoarea teoremă de caracterizare a numerelor Carmichael, 
demonstrată în anul 1899. 

1 . 2 . 3 . Teoremă (A. Korselt). Numărul n este un număr 
Carmichael dacă şi numai dacă sunt îndeplinite condiţiile 

(Cj ) este liber de pătrate 

(G,) p - 1 divide pe n - 1 ori de cîte ori p este un di vizor prim al 
lui n. 
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Cei trei matematicieni americani au demonstrat următoarea 
teoremă: 

1.2.4. Teoremă (Alford, Granville, Pomerance). Există cel puţin 
x 2 " numere Carmichael mai mari decît x, pentru x suficient de mare. 

Cu ajutorul argumentului euristic datorat lui P. Erdos se poate 
demonstra că exponentul 2/7 din teorema de mai sus poate fi înlocuit 
cu orice alt exponent subunitar. 

1.2.5. Teoremă (Euler). Dacă (a, m) = 1, atunci 

a <p(m) = i ( mcK i m ) 

Această teoremă, care generalizează teorema lui Fermat, a fost 
demonstrată de Euler în 1760. 

1.2.6. Teoremă (Wilson). Dacă p este un număr prim, atunci 
(p — 1 ) ! + 1 = 0 (mod p) 

Se ştie că reciproca teoremei lui Wilson este adevărată, adică are loc. 

1.2.7. Teoremă. Dacă n > 1 este un număr întreg şi 
(n-l)! + 1 =0(mod n) 

atunci n este număr prim 

Teorema lui Wilson a fost publicată prima dată în 1770 de 
matematicianul Waring ( meditationes algebraicae ), dar ea a fost 
cunoscută cu mult înainte, chiar de Leibniz. 

Lagrange generalizează teorema lui Wilson astfel: 

1.2.8. Teoremă (Lagrange). Dacă p este un număr prim, atunci 
aP" 1 - 1 = (a + 1) (a + 2) ... (a + p - 1) (mod p) 

iar Leibniz enunţă următoarea teoremă: 

1.2.9. Teoremă (Leibniz) Dacă p este număr prim, atunci 
.(p-2) ! = 1 (mod p) 

Este adevărată şi reciproca teoremei lui Leibniz, adică un număr 
natural n > 1 este număr prim dacă şi numai dacă 
(n-2) ! s 1 (mod n) 
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Un alt rezultat privind congruente cu numere prime este teorema 
următoare: 

1.2.10. Teoremă (L. Moser ). Dacă p este număr prim, atunci 
(p-1 ) !a p + a = 0 (mod p) 

iar Sierpinski demonstrează că are loc: 

1.2.11. Teoremă (Sierpinski). Dacă p este număr prim, atunci 
a p + (p-1 ) ! s 0 (mod p) 

Se observă că acest enunţ unifică teoremele Iui Fermat şi Wilson. 
în paragraful următor von defini o funcţie L: Z x Z — >z, cu 
ajutorul căreia vom putea demonstra rezultatele care unifică toate 
teoremele de mai sus. 



1.3. Un punct de vedere unificator asupra unor teoreme de 
congruenţă din teoria numerelor 



Să considerăm următoarele condiţii pe care putem cere să le 
satisfacă un număr întreg m e Z 

1 ) Vom spune că numărul m e Z satisface condiţia (a t ) dacă: 
m = ±pP sau m = ±2 pP 

cu p număr prim şi P e N* 

2) Vom spune că m e Z satisface condiţia (a,) dacă 
m = ±2“ 

cu a e (0, 1, 2} 
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Fie acum mulţimea A definită prin 
A = {m e Z / m satisface (ctj) sau (a,)} u {0} 

Pentru un număr întreg m vom considera descompunerea în factori 
sub forma 

m = ep 1 a ' p.® 2 ... p r °^ 

cu e e {-1, 1 } şi desigur a ; e N*. iar p ; sunt numere prime. 
Definim funcţia 
L: Z x Z -» Z 

prin L (x, m) = (x + Cj)(x + C 2 ) ... (x + 

unde Cj, C,, ... este un sistem redus de resturi modulo m 

(vezi definiţia 1.1.3.). 

13.1. Lemă. Fie n un întreg nenul oarecare şi a e N*. Atunci dacă 
Cj, C 2 , ... 

este un sistem redus de resturi mod n a , iar k € Z şi (3 e N*, 
rezultă că 

k nP + C 1? k nP + C 2 , ..., k n^ + 

este tot un sistem redus de resturi mod n a . 

Demonstraţie. Este suficient să observăm că pentru 1 < i < cp(n a ) 
avem 

(knP + C if n“) = 1 

13.2. Lemă. Dacă 

r C C 

'"'2’ •" SpOn) 

este un sistem de resturi mod m, atunci din condiţiile 

( 1 ) Pj 0 ** divide pe m 

(2) p”* + 1 nu divide pe m 
rezultă că 

CC C 

'-'2’ ••• <p(m) 
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este un sistem redus de resturi modulo p ; ai . 

Demonstraţia este trivială. 



133. Lemă. Dacă (b, q) = 1 şi 
C[, C y :..C« q) 

este un sistem redus de resturi modulo q, atunci 

b + Cj,b + C 2 , b + C p(q) 

conţine un reprezentant al clasei O (mod q) 

Demonstraţie. Deoarece (b, q-b) = 1, rezultă că există i 0 astfel încît 
C- = q - b 

deci b + O ( mod q ) 

Obţinem atunci următorul rezultat: 

13.4. Teoremă. Dacă (x, m / (p^ 11 Pif^) (Teorema 1 din lu- 
crare), atunci (x + Cj) (x + C^ m) ) = O (mod m / (p^ 1 ... pjf* 5 ) 

Demonstraţie. 

133. Teoremă (Gauss). Dacă Cj, C 2 , ..., este un distem 

redus de resturi modulo m, atunci 

(a) m € A => Cj C 2 ... C^^s-l (mod m) 

(b) m £ A => C t C 2 ... C 9(m) h 1 (mod m) 

Utilizînd această teoremă obţinem 

13.6. Lemă. Avem 

C 1 C 2 ••• C cp(m) s±1 (mod Pi “i) 
pentru orice i € ? 
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Semnul în congruenţa precedentă fiind în concordanţă cu condiţiile 
m e A, respectiv m € A. 

13.7. Lemă. Dacă p ; este un di vizor comun al lui x şi m. atunci 

( 1) m € A=> (x + Cj) (x + C 2 ) ... (x + Qp^^-l (mod p® 1 ) 

(2) mg A => (x + C,) (x + C 2 ) ... (x + C (p<m) ) * 1 (mod p® 1 ) 
Demonstraţie. Utilizînd lemele precedente, avem 

(x + Cj) (x + C 2 ) ... (x + C 9(m) ) = Cj C 2 ... C 9(m) = ±1 (mod p t ') 
Utilizînd Ierna 1.3.7., obţinem 

13.8. Teoremă Dacă p ;i , p^ sunt toate numerele prime 

care divid simultan pe x şi m, atunci 



(1) m € A =s> (x 


+ Cj) (x + C 2 ) 


* * * + ^(p(m)^ 


= -1 (mod p- j ct ^ 1 


-- Pis 045 ) 




(2) m £ A => (x 


+ Cj) (x + c 2 ) 


* * * ^cp(m)^ — 


== 1 (mod Pjj 1 *' 1 


-Pis aiS ) 




Notînd d = Pil ttil 


... Pisaşi m’ = 


m/d 



din teoremele 1.3.4. şi 1.3.8. rezultă 
L (x, m) s ± 1 + kj d = lo, m’ 
unde kj, k-, eZ 

Să observăm că deoarece avem (d, m’) = 1, rezultă că ecuaţia 
k^m’ — kj d = ±1 

cu necunoscutele kj şi Ic, admite soluţii întregi. 

Se ştie că dacă notăm kj°, k,° o soluţie particulară a acestei ecuaţii, 
atunci 

kj = m’t + k[°, k, = d ’t + Ic, 0 cu t e Z 

este soluţia generală a ecuaţiei şi deci 

L (x, m) = ± 1 + m’ dt + kj°d = ±1 kj° (mod m) 
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sau L (x, m) s k,* m’ (mod m) 

U&lizînd aceste rezultate, obţinem următoarele generalizări: 

1.3.9. Teoremă (generalizarea teoremei lui Lagrange ). Dacă m ^ 
0, ±4, iar x 2 + s 2 = 0, atunci 

X ©(ms) + S_ x s = ( x + j) ( x + 2) ... (x + Iml - 1) (mod m) 
unde şi s se obţin din următorul algoritm: 

(0) | x = Xod 0 

m = n^do cu d 0 * 1 şi (x 0 , n^) = 1 

O) |do = <V d i 

“o — mjdj cu dj ^ 1 şi (dg , mj) = 1 



(s-l) | d s . 2 = d^ 2 ’d s .j 

m s-2 = m s-l d s-l CU d s-l 54 1 ŞÎ ( d s-2’> “s-l) = 1 
(*) J d s-l= d s-l’ d s 

“s-l = “s d s cu d s = 1 şi Cd s _ 1 ’, m,) = 1 
Demonstraţie. Vezi F. Smarandache, „A generalization of Euler's 
theorem conceming congruences", Bulet. Univ. Braşov, ser. C, voi. 23 
(1981), pp. 7-12. 

Din teorema precedentă, pentru un număr prim pozitiv rezultă 
n^ = m, s = 0 şi cp(m s ) = (p(m) = m-1, deci obţinem teorema lui 
Lagrange: 

x 111 ' 1 - 1 s(x + l)(x + 2) ... (x + m- 1) 

Funcţia L şi algoritmul prezentat mai sus permit şi generalizarea 
teoremei lui Moser şi a teoremei lui Sierpinski. Astfel, deoarece avem 
(i) m e A => Cj C, ... a c * m s ) + s - L(o, m) a s = 0 (mod m) 
12) m € A => - L(o, m)a ( P< !I1 s) + s + c i C 2 ... C qKm) a s = 0 (mod m) 
Mai general: 
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(3) m € A => (x+C 1 )...(x+C <p(m) )a <p(n, s ) + s -L(x, m) a s = 0 (mod m) 

(4) m € A => -L(x, m)a <p(lI1 s ) + s +(x+C 1 )...(x+C < p (m) )a s = 0 (mod m) 
Din ( 1 ) pentru m număr prim, obţinem teorema Iui Fermat Din 

(1) sau (2), pentru m număr compus oarecare, obţinem teorema lui 
Euler. 



1,4. Contribuţii la o conjectură a lui Carmichael 



Conjectura Ia care ne referim este următoarea: 

„Ecuaţia tp(m) = x nu poate avea soluţie unică pentru nici un n e N“, 
unde, desigur, (p este funcţia lui Euler. 

în [G 3 ], R. K. Guy arată, studiind această conjectură Carmichael, 
că un număr natural n 0 care nu verifică conjectura trebuie să 
îndeplinească condiţia iig > IO 37 . 

Ordinul de mărime pentru un astfel de n 0 a fost apoi extins de 
către V.L Kler, care a arătat [K 2 ] că trebuie să avem n 0 > IO 400 dacă 
n 0 nu satisface conjectura. 

Amintim că în [MJ se demonstrează pentru un n 0 care nu 
satisface conjectura că avem 
n 0 > IO 10000 

în cele ce urmează vom arăta că ecuaţia 

tp(m) = n (1.4.1.) 
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admite un număr finit de soluţii şi vom da forma generală a 
acestora. De asemenea vom arăta că dacă x 0 este o soluţie unică a 
ecuaţiei (1.4.1.), pentru un n fixat, atunci 
x 0 este multiplu al numărului 2 2 3 2 7 2 43 2 

Fie deci Xq o soluşie a ecuaţiei (1.4.1.), pentru un n fixat Vom 
construi cu ajutorul aceseia o altă soluţie y 0 * x a Pentru aceasta vom 
utiliza următoarele două metode: 

Metoda 1. Descompunem pe x 0 sub forma x 0 = ab, cu a şi b 
întregi, având proprietatea (a,b) = 1. Dacă alegem a’ ^ a astfel încît 
(p(a’) = (p(a) şi (a’, b)= 1 

va rezulta că y 0 = a’b este o nouă soluţie a ecuaţiei. 

Metoda 2. Să considerăm soluţia x 0 descompusă în factori primi 
Xo = qf 1 q 2 fc ...q r fîr (1.4.2) 

unde (3j g N*, iar q r q.,, ..., q r sunt aşadar numere prime 
distincte. 

Dacă găsim un întreg q avînd proprietăţile 

1 ) (q. x 0 ) = l 

2) tp(q) divide pe *o 

qi,q 2 , ...,q r 



atunci 




este o nouă soluţie a ecuaţiei 



Se observă imediat că alegerea q număr prim este neconvenabilă. 
1 . 4 . 1 . Lemă. Ecuaţia (1.4.1.) admite un număr finit de soluţii, 
oricare ar fi numărul n e N. 

Demonstraţie. Cazurile n = 0 şi n = 1 sunt banale. Re deci n > 2 
fixat şi fie 

P[ < p 2 < ... < p s < n + 1 

şirul numerelor prime care nu depăşesc pe n + 1. 



20 




Dacă x 0 este o soluţie a ecuaţiei (1.4.1.), atunci x 0 se poate 

exprima cu ajutorul numerelor prime p ; sub forma 

x - D a l D «2 D Os 
x 0 - Pl P2 ••• Ps 

CU Oj G N. 

Deoarece pentru orice i = 1, s există a ; e N astfel încît p^ 1 > n, 
rezultă că 0 < a ; < a; + 1 pentru orice i. Obţinem deci o martine 
superioară pentru numărul soluţiilor ecuaţiei. Acest număr nu poate 
depăşi 



n (»,+ 2) 

i = 1 

1.4.2. Lemă. Orice soluţie a ecuaţiei ( 1.4.1.) are forma ( 1 ) sau (2). 



unde, pentru i = 1, s, avem 

£j = 0 dacă a ; = 0 
= 1 dacă (Xj^O 

1.4.3. Lemă. Dacă x 0 este soluţie unică pentru ecuaţia (1.4.1.), 
atunci Xg este multiplu de 2 2 3 2 7 2 43 2 . 

Demonstraţie. Deoarece cp(o) = cp( 3 ) şi cp(l) = cp(2), putem 
presupune Xg > 4. 

Dacă 2 nu divide pe x 0 , atunci y 0 = 2 x 0 * x 0 este o altă soluţie a 
ecuaţiei, deoarece cp(x 0 ) = cp(y 0 ). 

Deci trebuie ca 2 să fie divizor al lui Xq. 

Dacă 4 nu divide pe x 0 , atunci y 0 = Xq/ 2 este o nouă soluţie a 
ecuaţiei. Rezultă că 4 este divizor al lui Xg. 
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Dacă 3 nu divide pe x 0 , atunci 3 Xg/2 este o nouă soluţie a ecuaţiei, 
deci trebuie ca 3 să fie divizor al lui Xg. De asemenea, dacă 9 nu 
divide pe x 0 atunci y 0 = 2Xg/3 este o altă soluţie a ecuaţiei. Frin 
urmare 9 divide pe Xq. 

Dacă 7 nu divide pe x Q , atunci y 0 = 7 Xg/6 este o nouă soluţie a 
ecuaţiei, deci trebuie ca 7 să di vidă pe Xg. 

Dacă 7 2 nu divide pe x 0 , atunci y 0 = 6 Xg/7 este o nouă soluţie a 
ecuaţiei. Deci trebuie ca şi 49 să dividă pe x 0 . 

Acum, dacă 43 nu divide pe x 0 , atunci y 0 = 43Xg/42 este o nouă 
soluţie a ecuaţiei, deci trebuie ca 43 să dividă pe Xg. 

Dacă în plus 43 2 nu divide pe x 0 , atunci y 0 = 42 xq/43 este o nouă 
soluţie a ecuaţiei. Deci 43 2 divide pe x 0 şi în concluzie de 2 2 3 2 7 2 43 2 
divide pe Xg. 

Rezultă că o soluţie unică a ecuaţiei ( 1.4.1 ) este de forma 
x 0 = 2 Y ‘3 72 7 y3 43 T ‘t 

cu Yj > 2 şi (t, 2*3-743) = 1. 

Deoarece n 0 > IO 10000 , rezultă că Xg > IO 10000 . 

Dacă Yj > 3 şi prin absurd 5 nu divide pe Xg, atunci y 0 = 5 Xg/4 este 
o nouă soluţie a ecuaţiei. Prin urmare, 5 divide pe Xg. 

Dacă 25 nu divide pe Xg, atunci y 0 = 4Xg/5 este o nouă soluţie a 
ecuaţiei Prin urmare 25 divide pe Xg. 

Vom construi acum prin recurenţă o mulţime M de numere prime 
având proprietatea că dacă M este infinită, atunci conjectura lui 
Carmichael este rezolvată. 

Etapele de recurenţă sunt următoarele: 

(a) numerele 2, 3, 5 aparţin lui M. 
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(b) dacă numerele prime distincte e lt e-,, e n sunt din M, atunci 
numărul 

b m = 1 + 2 m e t e 2 ... e n 

este prim pentru m = 1 sau m = 2, şi vom considera că b m e M. 

(c) Orice element aparţinînd lui M se obţine prin utilizarea, într-un 
număr finit de paşi, numai a regulilor (a) şi (b). 

Dacă M este infinită, conjectura lui Carmichael este rezolvată. 

Considerăm că mulţimea M este infinită. 

De altfel se poate constata că din cele 168 de numere prime mai 
mici decât 1.000, doar 17 nu sunt în M. Acestea sunt: 

101, 151, 197, 251, 401, 491, 503, 601, 607, 677, 701, 727, 751, 
809, 883, 907, 983. 



13. Funcţii prime 



Să considerăm următoarele funcţii: 
1) Pj: N — » {0, 1} 



^00 = 



0 dacă n este prim 

1 în caz contrar 



Exemple. Pj(0) = Pj(l) = Pj(4) = P,(6) = 1, P,(2) = Pj(3) = 
Pj(5) = 0 
2) P 2 : N 2 — » {0, 1} 

0 dacă m şi n sunt prime între ele 

1 în caz contrar 



P->(m, n) = 



23 




3) Mai general, P k : N k — » {0, 1 } 



P k (nj, n 2 , ... n k ) = 



0 dacă n 1? n-,, ... n k sunt prime între ele 

1 în caz contrar 



în continuare vom studia în ce condiţii 

P k (nj, n 2 , ... n k ) = 0 (1.5.1.) 

Vom da o condiţie necesară şi suficientă ca n numere prime două 
cîte două să fie simultan prime între ele. 

Generalizăm teorema lui Popa [P 4 ], Cucurezeanu ([C 3 ], p. 165),' 
Clement şi Patrizio [P 5 ], 

Următoarea lemă este evidentă. 

1.5.1. Lemă. Dacă A şi B sunt întregi nenegativi, atunci 
AB = 0 (mod pB) oA = 0 (mod p) 

1.5.3. Lemă. Fie a, b, p, q, numere întregi astfel încît 

(p, q) = (a, p) = (b, q) = 1 

Atunci 

A = o (mod p) şi B s o (mod q) <=> aAq + bBp s 0 (mod pq) <= 
aA + (bBp/q) = 0 (mod p) 

Demonstraţie. Pentru prima echivalenţă avem 
A = kjp, B = k,q cu k 1? k,eZ 
deci aAq + bBp = (ak, + bk,) pq 

Reciproc, din aAq + bBp = kpq rezultă aAq = 0 (mod p) şi bBp = 
o (mod q) 

şi datorită ipotezei rezultă 
A = o (mod p) şi B s 0 (mod q) 

A două şi a treia echivalenţă rezultă utilizînd Ierna 1.5.1. 
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1.53. Lemă Dacă p,, p„ .... p n sunt numere întregi prime două 
cînte dpuă, iar a : , a^ ..., a n sunt numere întregi avînt proprietatea 
(a t , p ; ) = 1 pentru i = 1, n 

Atunci, notînd P = P[ • p-, • • p n şi D fiind un divizor al lui P 

avem 

s 0 (mod pj), A 2 s 0 (mod p 2 ), .... A n = 0 (mod p n ) 
n 

<=» X ( a i A i)f n Pj| s °( mod Pi P 2 ••• pj 




Demonstraţia acestei leme se face prin inducţie, utilizând Ierna 
precedentă. 

Cu ajutorul acestei ultime leme obţinem următoarea teoremă 
generală 

13.4. Teoremă. Fie p-, cu i = 1, n, j = 1, m ; , numere prime două 
cîte două şi fie rj, r„ ..., r n , a p ..., a n , numere întregi, astfel încît 

(a it r ; ) = 1 pentru orice i = 1, n. 

Presupunem în plus că numerele Cj, C 0 , ... C n îndeplinesc 
condiţia 

(i) p u , p p , ... p j sunt sumultan prime <=> C; s 0 (mod r ; ) pentru 
orice i = 1 , n. 

Atunci numerele p^ cu i = 1, n, j = 1, m it sunt simultan prime dacă 
şi numai dacă este îndeplinită condiţia 
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(1.5.2.) 




unde R = Tj r 2 . . . r n , iar D este un divizor al lui R. 

Demonstraţie: 

(Vezi f. Smarandache, "Characterization of n prime numbers 
simultaneously", in «Libertas Mathematica», Texas State University, 
Arlington, SUA, voi. XL (1991), pp. 151-155). 

Observaţie. Dacă în condiţia (i) din teoremă modulul r este 

m, ^ 

înlocuit cu n Pij sau cu un divizor al său, concluzia ( 1.5.2) devine 

j-i 




n ni; 

unde P = nn Pij şi D este un divizor al lui P. 

i = 1 j = 1 

Desigur congruenţa ( 1.5.3 ) este echivalentă cu una din condiţiile 



£ a£i 



i = 1 



'% ' 

np^ 

j-t 



s 0 (mod P) (1.5.4.) 



I 



I 

i = 1 



a 7 m , 

npu 

\ j=> / 



este număr întreg (1.5.5) 



Să observăm de asemenea că restricţia impusă numerelor p~ în 
teorema de mai sus de a fi prime între ele, este suficient de 
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convenabilă, deoarece dacă două dintre aceste numere nu sunt prime 
între ele, atunci cel puţin unul dintre ele nu este prim şi deci nici cele 
mj + m 2 + ... + m n numere nu sunt toate prime. 

Putem obţine multe variante ale acestei teoreme, dînd parametrilor 
a p x,, ... a n şi r,, r 2 ..., r n diverse valori. 

Observaţii. 

ii Dacă în teorema de mai sus luăm m ; = 1, iar c ; reprezintă teorema 
lui Simionov pentru orice i, atunci 

2) Pentru d = 1 , obţinem teorema lui V. Popa î P 4 î care şi ea 
generalizează teorema lui I. Cucurezeanu [ C 3 I, iar aceasta din urmă 
generalizează teorema lui Clement 

3) Pentru D = P/p-, şi o alegere convenabilă a parametrilor a ; şi k, 
rezultă teorema lui S. Patrizio. 

Exemple. 

1 ) Fie pj, p 2 , p n întregi pozitivi, primi doi cîte doi şi numerele 
kj satisfăcînd condiţia 1< kj < p ; , pentru orice i. Atunci p p p 0 , p n 
sunt simultan prime dacă şi numai dacă este verificată una din 
condiţiile: 



i = l 



(T) X, [{Pi - k i}! ( k i - 1)! - (-l) kl * n Pj = 0(modpj ... p„) 

j*> 



(U) 



V 



I 

i = 1 




s 0(modp! ... 



(V) X [{Pi - kj)' {kj - ij! - C- 1} ]- P J% s 0 (mod pj) 

î = 1 

(W) xf|p i -k i )!(k i -l)!-(-i) k 



este mtree. 



i = 1 
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Capitolul 2 



2.1. Baze de numeraţie generalizate 



Se ştie că dacă r este un număr natural strict mai mare decît unu, 
atunci orice număr natural n poate fi scris în baza de numeraţie r 
astfel: 

n = C m i jn +C m .i + ...+C 1 r + C 0 (2.1.1.) 

unde m > o este număr natural şi C ; , pentru i = 0, m, sunt de 
asemenea numere naturale, cu proprietatea 0 < C ; < r-1 pentru orice 
i = 0, m, iar C m * 0. 

Fiecărui număr din şrirul 0, 1, 2„ ... , r-1 i se poate atribui un 
simbol care se numeşte cifră şi atunci formula (2.1.1.) se poate scrie 

n= TmVl ••• YlYoW 

unde Yţ este cifra care simbolizează numărul C ; .. 

Se ştie că orice număr natural poate fi scris în mod unic într-o 
bază de numeraţie oarecare r, adică poate fi scris sub forma (2.1.1.), 
unde numerele C ; satisfac condiţiile menţionate mai sus. 

Dacă notăm a ; = fi observăm că şirul (a ; ) ieN satisface relaţia de 
recurenţă 

a i+ l = ra i (2.1.3.) 

şi că (2.1.1) devine 

n = C m a m + C m-l a m-l + ••• + C l a l + C 0 (2.1.4) 
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De aici ideea de a considera un şir strict crescător oarecare (bj) i€N . 
şi se poate observa cu uşurinţă că orice număr nătural n poate fi 
scris în mod unic sub forma 

n = c h\ + Ch-A-i + - + C,^ + C 0 (11.5.) 

dar condiţiile pe care le satisfac cifrele c ; nu mai sunt atît de 
simple ca în cazul bazei determinate de şirul cu termen general a ; . 
Spre exemplu, şirul lui Fibonacci., determinat de condiţiile 
Fj = F 2 = 1 
F, +2 = ^i+l + Fj 

poate fi considerat o bază de numeraţie generalizată. Această bază 
are marele avantaj (ca şi baia de numeraţie doi) că cifrele C ; pot lua 
doar valorile 0 şi 1, deoarece b ; > b i+1 . 

Avantajul utilizării acestei baze generalizate este foarte mare în 
reprezentarea numerelor în calculatoarele electronice, deoarece, pe 
de-o parte, se folosesc tot două cifre ca şi în baza doi, iar pe de altă 
parte pentru memorarea unui număr este nevoie de o cantitate mai 
mică de memorie deoarece numărul cifrelor necesare pentru 
reprezentarea lui n în baza (F i ) igN este mai mic decît numărul 
cifrelor necesare pentru reprezentarea aceluiaşi n în baza (2‘)j N . 

O altă bază generalizată, care va fi utilizată în paragrafele 
următoare, este baza de numeraţie determinată de şirul 

a i (p) = (p i -l)/(p-l) (2.1.6.) 

unde p > 1 este un număr natural. 

Să observăm că relaţia de recurenţă satisfăcută de acest şir: 
a i+1 (p) = P a ;(P) + 1 (2.1.7.) 

este totuşi destul de simplă, dar diferă de relaţia de recurenţă 
clasică (2.1.3.). 
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Bineînţeles că orice număr natural n poate fi scris în mod unic sub 
forma 

n = C m a m + C m-l a m-l + - + (11.8.) 

Pentru a determina condiţiile pe care le îndeplinesc cifrele C ; în 
acest caz vom demonstra următoarea teoremă 

2.1.1. Lemă. Pentru orice n, peN*, p * 1, numărul n poate fi scris 
în mod unic sub forma 

n = l l a nl(P) + ^(P) + ••• + t e a ne(P) (2-1.9.) 

cu nj > n, > ... > n e > 0 şi 
1 < tj < p-1 pentru j = 1, e-1, iar 

1 — ~ P (2.1.10.) 

Demonstraţie. Din relaţia de recurenţă satisfăcută de şirul cu 
termen general a ; (p) deducem: 

a i(p) = 1» ^(p) = 1+P> a 3 (p) = 1 + p + p-, ... 
deci N* = u ([aj(p), a i+1 (p)]n N*) 

1€ N* 



întrucît [a ; (p), a i + i(p)]^ [a i+1 (p), a i+2 (p)]= <t> 

Pentru orice n e N* există atunci un unic n t astfel încît 
n e Ki(P)’ a ni+i(p)] Şi deci avem 



n = 



n 



[ a n (P)j 
Notînd tj = [- 



a n,(p) + r l 

obţinem 



n 



,|p)j 



n = t,a„jp) + r h cur, < a e fp) 



Dacă Tj = 0, din inegalităţile 
a nl (p) < n< a nl+1 (p) - 1 
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( 11 . 11 ) 




deducem 1 < tj < p. 

Dacă r t * O, există un unic n-, € N*, astfel incit 
R i € f a n2^P^’ a n2+i(p)] cum a Rl (p) > Tj, rezultă nj > n 2 . De 
asemenea, din (21.11.) rezultă în acest caz 1< tj< p -1, deoarece 



ti* 



a iVH l - r l 

a n,(P) <P 



Obţinem în continuare 
r ! = U a„2(p) + r 2 

şi continuînd procesul, după un număr finit de paşi obţinem: 

r e-l =t e a ne(P) + r e CUr e=° 

şi n e < n e l , iar 1< t e < p şi Ierna este demonstrată. 

Să observăm că în (2.1.9), spre deosebire de 21.8.), toate cifrele t 
sunt semnificative (mai mari ca zero). Prin urmare, despre cifrele C 1 
din (2.1.8.) putem spune că ele sunt cuprinse între zero şi p-1, cu 
excepţia ultimei cifre semnificative, care poate fi şi p. 

De asemenea să observăm că diferenţa dintre relaţiile de recurenţă 
(21.3.) şi (21.7) induce mari diferenţe de calcul în baza standard. 

(p) : ..„p 1 , ... (21.12.) 

şi baza generalizată 

[p] : a t (p), a^p), ..., a^p), ... (21.13.) 

într-adevăr, aşa cum se arată în [Aj], dacă m^ = 442, n^ - 412, 

r [5] = 44 

atunci m + n + r = 442 + 

412 

44 

d c b a 
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şi pentru a determina cifrele acestei sume, începem adunarea din 
coloana a doua, corespunzătoare lui a-, (5). Avem 
4a2(5) + 3 ^,( 5 ) + 4a2(5) = 5a,(5) -1^(5) 

Acum, utilizând o unitate din prima coloană obţinem 

5 ^( 5 ) + 4a 2 (5) = a 3 (5) + 4a2(5) 

deci (deocamdată) b = 4. Continuînd, obţinem 

4a 3 (5) + 4a 3 (5) + a 3 (5) = 5a 3 (5) + 4a 3 (5) 

şi utilizînd o nouă unitate din prima coloană, rezultă 

4a 3 (5) + 4a 3 (5) + a^S) = a 4 (5) +4a 3 (5) 

deci C = 4 şi d = 1. 

în sfîrşit, adunînd cifrele rămase 

4aj(5) + 2aj(5) = 5 a t (5) + a t (5) = 5a,(5) + 1 = 33(5) 

rezultă că b trebuie să fie modificat, iar a = 0. 

Deci m+n+r = 1450^- 



2.2. O nouă funcţie în teoria numerelor 



în acest paragraf vm construi o funcţie S: Z* — » N avînd 
proprietăţile 

(sl ) S(n) ! este divizibil cu n 

(s2) S(n) este cel mai mic număr natural cu proprietatea (pl ). 

Fie p > 0 un număr prim. Vom construi mai întîi funcţia 

Sp: N* -4 N* 

astfel: 
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(a) Sp(a i (p)) = p i 

(b) Dacă n gN* este scris sub forma (2.1.9.) definim Sp(n) = 
tjSpfa^p)) + t 2 Sp(a 2 (p)) + ... + t e Sp(a e (p)) 

2.2.1. Lemă. Pentru orice număr n€ N*, exponentul la care apare 
numărul prim p în descompunerea lui n! în factori primi este mai 
mare sua egal cu n. 

De asemenea amintim o formulă datorată lui Legendre care 
permite calculul exponentului la care apare numărul prim p în 
descompunerea în factori a numărului n !. Acest exponent este 

e p (n) = [n/p] + [n/p 2 ] + (2.2. 1 .) 

Demonstraţie. Se ştie că notînd cu şxţ partea întreagă a numărui x 
avem: 



aj + a 2 + ... 


+ a n 


> 


a i 


+ 


a 2 


l _1_ 


a n 


b 






b 


b 


t ... i 


b 



pentru orice a i? be N*. 

Atunci, dacă n are scrierea (2.1.9), obţinem 



Oi O2 0, 




»r 


r °î 


\ «; 


tţP +t2P 2 + ... + tj> 


> 


mp 


+ t2p + 


+ t<p 


P 




. p . 


L P . 


. p . 



n . D ■* n 

tţp +t 2P + +t eP 



p- 

n , n - * n « 

t jP l +t2P ■+ ... +tgP 



<lP 



P 

tiP 01 

Lp"'J 



n 2 t * 

t'yD " *cP n^n. 

+ ...+ = t ţp r e +t2p ' 

n, 

P J LP J 

n-> 

tzP * 



n.-l 

• +teP ' 



+ + ^eP 





n. 


0 


n , 

*2P ‘ 




n, 

t*P 


+ ... + 




II 

Tî 

+ 




+ ... + 






.p"’. 




,p\ 




. P 



şi deci 
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- t l a n(P) + t 2 a njP) + ••• + t e a njP)= n 



2.2.2. Teoremă. Funcţia Sp definită prin condiţiile s 3 şi s 4 de mai 
sus are proprietăţile 

( 1 ) Sp(n) ! este multiplu de p n 

( 2 ) Sp( n ) este cel mai mic număr natural cu proprietatea ( 1 ) 
Demonstraţie.. Proprietatea ( 1 ) rezultă din Ierna precedentă. 

Pentru a demonstra pe (2), fie n eN* oarecare şi p>2 un număr 

prim. Să considerăm pe n scris sub forma (2.1.9) şi să notăm 
z = tjp nl + ţjp" 2 + ... + t e p ne 

Vom arăta că z este cel mai mic număr natural cu proprietatea ( 1 ). 
Presupunând prin absurd că există n eN*, u<z, astfel încît u! este 
multiplu de p n , atunci 

u<z => u< z 1 => (z-1 ) ! este multiplu de p n . 

Dar 

z-1 = tjp nl + ^p" 2 + ... + t e p ne -1 
cun I >n 2 >...> n e >l şi 



z-1 

~P~. 



n r l nr-1 n*-l , 

= tip +Î2P r + ... +tgp - 1 



deoarece [k + a] = k + [a] pentru orice k întreg şi [-l/p] = -1 
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în mod asemănător avem de exemplu 

Z-ll „ n ,-n c n Er n, 0 , 

— - — t]P +--.+t e . 1 p +t«p -1 

LP 



-^ r l-.,p^ I + ... + t e .,p— ' + i£±i 

P 6 J [ p c 

_ tn “i-n e -l , t n c . r n c -l 

-tjp +... + t el p 



deoarece 

0 < t e p ne -l < p . p ne -l < p ne+1 
De asemenea 



n P -l 
P e 



+ ... + t e . 1 p + 



o tgp e -l 



__ * ** 1 * e-l , 

= tjp + ... 



Ultima egalitate de acest fel care ne interesează este 



z-ll o *2P ‘+--.+t e p e - 1 0 

_ -t lP + =‘ip 

LP J p 



deoarece 



0 < t2p n2 + ... + t^) n '< (p-1) p" 2 + ... + (p-l)p - p p n '- 1 < 
n : n-H-1 

^ X* 1 n e +l i ^ i \ P " nyi-1 t n, 1 r 

^ Cp i) 2, P +P - 1 ^ (p— i) p = p ■ - 1 < p - 1 < p 

i=n e -i P_ 

Intr-adevăr, pentru următoarea putere a lui p avem 



z-ll I t 1 p n '+t 2 p n2 +... + t e p 
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deoarece 0 < tjp nl + t,p n2 + ... + t e p ne -1 < p nl+1 - 1 < p ni+1 
Din aceste egalităţi deducem că exponentul lui p în descom- 
punerea în factori a lui (z— 1 ) ! este: 



z— 1 



z-1 



2 

LP J 



+ ... + 



z-1 



I n j— 1 n j— 2 0 

- tiip + p + ... + p l+ ... + 



. , n e _i— 1 01 / n.-l 01 

+ t e -ilP + • • - + P / + MP +... + p )-n e =n-n e <n-I<n 



şi contradicţia obţinută demonstrează teorema. 



Acum putem construi funcţia S: N* — » N* avînd proprietăţile (sl ) 
şi (s2), astfel: 

(i) S(±l) = 1 

(ii) pentru orice n = ep^ 1 p^ ... p s “ s cu e = ±1 şi p ; numere 
prime, p; * pj pentru i ^ j, iar a^i definim 

S(n) = max Sp^aj) { 2 . 22 .) 

223 . Teoremă. Funcţia S definită prin condiţiile (i) şi (ii) de mai 
sus are proprietăţile (sl) şi (s2). 

Demonstraţie. Dacă n = ±l,S(n) satisface condiţiile (sl) şi (s2). 
Să presupunem că n ^ ±1 şi să notăm cu Mx un multiplu de x, iar 
S Pi0 ( a i0 ) = max Sp ; ( a t ) ( 22 . 2 . ) 

Avem Sp i0 (a i0 ) ! = Mp i0 aio şi deoarece 

S Pl (a i )! = M P “-, i = I7i 

rezultă 

Sp j0 ( a l0 ) ! = Mp“' pentru i = 1, s 
în plus, deoarece (p ; , Pj) = 1, obţinem 
S Pl0 (a i0 )!=M Pl “> p^...p s ^ 
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şi deci (sl ) este demonstrată 

Pentru demonstrarea lui (s2) să observăm că deoarece Sp i0 (a. 0 ) 
este cel mai mic număr natural k cu proprietatea k î = Mp i0 a, °, rezultă 
că pentru orice u < Sp i0 (a i0 ) avem 
u ! * Mp i0 a ‘° 
deci 

u!*M(£pj ai p 2 a2 ... p s “*) = Mn 
Ceea ce demonstrează proprietatea (s2). 

2.2.4. Propoziţie. Funcţiile Sp, cu p număr prim sunt crescătoare 
şi surjective, dar nu sunt injective. Funcţia S: Z* — » N* este "în 
general crescătoare" în sensul că 

V n 3 k S(k) > n 

de asemenea este suijectivă, dar nu este injectivă 
Demonstraţie. Evidentă 

2.2.5. Consecinţe. 

1. Pentru orice n eN* avem 

Sp(cc) = S(p“) (2.2.4.) 

2. Pentru orice număr natural n>4 avem 
n este prim c=> S(n) = n 

într-adevăr, dacă n > 5 este număr prim atunci 
S(n) = S n (l) = n 

Reciproc, dacă S(n) = n, pentru n > 4 şi presupunem prin absurd 
că n nu este prim, adică 

n = Pi“‘ p-^... p s “ s 

cu s> 2 şi a^N* pentru i = 1, s, atunci fie Sp i0 (a i0 ) dat de 
(2.2.3.). Din formula lui Legendre (2.2.1.) deducem 

s Pio( a io) <CC ioPiO <n 
ceea ce contrazice presupunerea făcută 
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De asemenea, dacă n = p a , cu a > 2, obţinem 
S(n) = Sp(a) < pa < p a = n 
şi teorema este demonstrată. 

Exemplu. Dacă n = ±2 31 . 3 27 - 7 13 , pentru calculul lui S(n) ţinem 
cont că 

s(n) = max (S 2 (31 ), S 3 (27), S 7 ( 13)} (12.5.) 

iar pentru a calcula pe S 2 ( 3 1 ) considerăm baza numerică 
generalizată 

[2] : 1, 3, 7, 15, 31, 63, ... 

în această bază avem 31 = 1- a 5 (2) deci S 2 (31) = 1-2 5 = 32 
Pentru calculul lui S 3 (27) considerăm baza generalizată 

[3] : 1,4, 13,40, ... 

şi avem 27 = 2.-13 + 1=2 a 3 (3) = aj(3), deci 
S 3 (27) = S 3 (2a 3 (3) + ^(3)) = 2S 3 (a 3 (3)) + S 3 ( ai (3)) = 

= 2-3 3 + 1-3 1 = 57 

In sfîrşit, pentru a calcula pe S 7 ( 13) considerăm baza generalizată 
[7]: 1,8, 57,... 

şi deducem 13 = 1-8 + 5-1 = ^( 7 ) + 5a,(7) 
deci S 7 ( 13) = 1-S 7 (8) + 5S 7 (1) = 1-7 2 + 5-7 = 84 
Din (2.2.5.) deducem S(n) = 84. Aşadar, 84 este cel mai mic 
număr al cărui factorial este divizibil cu a 

2. Care sunt numerele ale căror catoriale se termină exact cu o mie 
de zerouri? 

Pentru a răspunde la această întrebare observăm că pentru n = 
IO 1000 avem S(n) ! = M IO 1000 şi acest S(n) este cel mai mic număr 
natural al cărui factorial se termină cu o sută de zerouri. 
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Avem S(n) = S(2 I000 .5 1000 ) = max {S 2 (1000), S 5 (1000)} = 

= S 5 (1000) 

Considerăm baza numerică generalizată 
[5]: 1,6,31, 156, 781, ... 

Obţinem S 5 (1000) = S 5 (l-a 5 (5) + l-a 4 (5) + 2-a 3 (5) 1^(5)) = 

5 5 + 5 4 + 2-5 3 + 5 = 4005 

Numerele 4006, 4007, 4008 şi 4009 au şi ele proprietatea cerută în 
enunţ, dar 4010 are proprietatea că factorialul său are 1001 zerouri. 
Să observăm că 

a m (p) < a <=> (p m - 1)/ (p-1 ) < a p m < (p-1 )a + 1 <=> 

<=> m< log p ((p-l)a + 1) 

iar a [p] = k^p) + ky^^p) + ... + k,a,(p) = k v k v . 1 ...k 1 [p] 
este scrierea exponentului a în baza [p], amnci v e partea întreagă 
a lui log p ((p-l )a+l), iar cifra ky este obţinută din egalitatea 

a = ky a v (p) + r v .j 

Procedînd analog cu r v l obţinem indicele v-1 şi pe ky t etc. 



23. Formule de calcul pentru S(n) 



Din proprietatea (b) pe care o satisface funcţia Sp (§2.2.) 
deducem că 

S<p“) = p«x [p| ) (p) (23.1.) 

adică S(p“) se obţine înmulţind cu p numărul a scris în baza [p] 
şi "citit" în baza (p). 
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Exemplu. Pentru calculul lui S(ll 1000 ) procedăm astfel: ţinînd 
cont că baza [11] este 
[ii]: 1,12, 133, 1464, ... 
avem 1000 = 7-133 + 5-12 + 9 = 759 j H j, deci 
S(ll 1000 ) = 11(759) (11) = 11 (7-1 1 2 + 5-11 + 9) = 10021 
Prin urmare, 10021 este cel mai mic număr natural al cărui 
factorial este divizibil cu 1 1 100 °. 

Egalitatea (2.3.1.) earată importanta bazelor (p) şi [p] în calculul 
lui S(n). Fie 

n 

%r S c ip' 

i =0 

(2.3.2) 

a [p] = X k j a jp) = X k j^7rr 

j=l j=l F 

expresia exponentului a în cele două baze. Obţinem 
(p-l)a = Xk J p j -Zk j 

j=i j=i 

deci notînd 

%( a )=X c i %{ a )=E k j ( 2 - 3 - 3 -) 

i=0 j=l 

r r-1 

şi ţinînd cont că ^ kjp J = p ^ kjp J este tocmai p( a [pj(p) obţinem 
j=i j=o P 

s(p 1 = (P - 1) a + ajpja) (2.3.4.) 

Cu ajutorul primei inegalităţi (2.3.3.) obţinem 
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(2.3.5.) 



p%)=îc i (p ,+ 1 -i) + Xc i 

1=0 i=0 

sau 

n j 

şi în consecinţă avem 

a= ^ a (pi)[p] + ^(pN 

unde prin ( a ( P ))[ p ] am notat numărul obţinut scriind pe a în baza 
(p) şi citindu-1 în baza [p]. 

înlocuind această expresie a lui a în ( 2.3.4. ), obţinem 

s(p1 = lE J L (a (p| y+ ^(pfa) + %!«) (2.3.6.) 



Putem obţine şi o legătură între S(p a ) şi exponentul e p (a) din 
formula lui Legendre (2.2.1.). Amintim că e p (a) este exponentul la 
care apare numărul prim p în descompunerea în factori a lui a ! 

Se ştie că pe lîngă exprimarea (2.2.1 ) mai avem 



efj(a) = 



a ~ q ipM 

P-l 



(2.3.7.) 



deci utilizînd (2.3.5.) deducem 

e p (cc) = ( a ( P )) [p] - °c 2.3.8. 

O altă formulă pentru e p (a) poate fi obţinută astfel: dacă a dat de 
prima egalitate (2.3.2.) este 

a ( P ) = c n P" + c n -iP nl + ••• + Cjp + C 0 (2.3.9) 

atunci cum 
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e p (a) = [a/p] + [a/p : ] + ... + [a/p n ] = 

- (C„P n - 1 1 + c„. , p"- : + . . . C, ) + . , . + <C„p + C n ., ) + c„ 

obţinem 

e p <«) = ««-Co)(p))[p] = (([o/p]) (p) )(pi (23.10) 

unde a (p) = C n C n l ...C 0 este exprimarea lui a în baza (p). 

Din (23.6.) şi (2.3.8.) deducem 

s(p“) = '^-(eja) + a) + a, p (a) + c^cc) (2.3.11.) 

Utilizînd egalităţile (2.3.1.) şi (2.3.6.) obţinem o legătură între 
numerele: 

(0C(p))[ p ] = numărul a scris în baza (p) şi "citit" în baza [p] 
(a [p] ) (p ) = numărul a scris în baza [p] şi "citit" în baza (p) 
şi anume: 

= P a [ P ]( a ) + (P" 1 )%)(«) (2-3.12.) 
Pentru a obţine şi alte exprimări ale lui observăm că din formula 
lui Legendre (2.2.1.) rezultă 

S(p a ) = p (a - i p (oc)) cu 0< i p (a) < [(a-l)/p] (23.13.) 

de unde, utilizînd pentru S(p a ) notaţia echivalentă S p (a), obţinem 
(l/p)S p (cc) + i p (a) = a (23.14.) 

şi deci pentru fiecare funcţie S p există o funcţie i p astfel încît să 
avem condiţia binară (23.13.) pentru a obţine identitatea 

Pentru a obţine exprimări ale funcţiei i p observăm că din (2.3.7.) 
rezultă a = (p-l)e p (a) + a (p) (a), iar din (2.3.4.) obţinem 
a = (S p (a) - a [p] (a))/(p-l ), deci 
(P - l)e p (a) + cr (p) (a) = (S p (a) - a [p] (a))/(p-l) 
sau S(p a ) = (p-l) 2 e p (a) + (p-1) a (p) (a) + a [p] (a) (2.3.15.) 
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Revenind la funcţia i p , observăm că din (2.3.4.) şi (2.3.14.) 
rezultă 

ip(a) = (a - a [p j(a))/p (2.3.16.) 

prin urmare putem spune că există o complementaritate între 
exprimarea lui e p (a) prin egalitatea (2.3.7.) şi exprimarea de mai sus 
a lui i p (a). 

Putem găsi şi alte legături între i p şi e p . De exemplu din (2.3.7.) şi 
(2.3.16.) obţinem 

(23n) 

De asemenea, din = ky k^... = ky (p v_1 + p v ~ 2 + ... + 1 ) + 

+ k v _ 1 (p v_2 + p v_3 + ... + 1) + ... + k.,(p+l) + kj, obţinem 

a = (k^- 1 + k^p 7 - 2 + ... + 1^ p + kj) + K v (p v ~ 2 + p v ~ 3 + ... + 1) 
+ k^p"- 3 + P v ^ + ... + 1) + ... + k 3 (p+l) + kj = (a [p] ) (p) + [a/p] 

- [( V [p](a))/ P ] 
deoarece 

[a/p] = k v (p v ~ 2 + p^ 3 + . . . + p + 1 ) + k/ p + k^ (p v - 3 + p ' ^ + . . . + p + 1 ) 

+ k v _ 1 /p + . . . + k 3 (p+l) + k 3 /p + kj + k^/p + kj/p 



iar [n + x] = n + [x] 
Obţinem 




a = (a [ P ] ) (p) + - [G [p ](aVp] 

Rezultă că putem scrie 


(2.3.18) 


S(p a) = p(a - ([a/p] - [a [p] (a)/p])) 
iar din (2.3.16.) şi (Z3.19.) deducem 


(2.3.19) 


i p (a) = [a/p] - [a [p] (a)/p] 


(2.3.20) 


relaţie care se poate obţine şi direct, din (2.3.16.) ţinînd cont că 
dacă: 
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(m-n)/p g N 
atunci 

(m-n)/p = [m/p] - [n/p] 
prin urmare 

(oc - a [p] (a))/p = [a/p] - [a [p] (a)/p] 

O altă exprimare a lui i p (a) se obţine din (23.1.) şi (23.16.) sau 
din (2.3.18) şi (2.3.20) şi anume 
i p (ct) = a - (a [p j) (p) (2.3.21.) 

în sfîrşit, din definiţia lui S rezultă 
S p (e p (a)) = p[o/p] = a - a p 

unde a p este restul împărţirii lui a la p, [i de asemenea 
e p (S p (a)) > a, e p (S p (a) - 1) < a (2.3.22.) 

deci 

P-l 

sjal-l-aJSpja)-!) 

p-l 

Utilizînd (2.3.4.) rezultă că S p (a) este soluţia unică a sistemului 
a (P) (x) " a [ P ] (cc) - %(*-!) + 1 (2.3.23.) 

în fialul acestui paragraf vom reveni la funcţia i p pentru a prezenta 
o comportare asimptotică a el 

Din condiţiile pe care le îndeplineşte această funcţie în (23.13) 
rezultă că notînd 

A(a, p) = [(a-l)/p]-i p (a) 
avem A > 0. 

Pentru a calcula pe A observam ca 
[(a-l)/p] - i p (a) = [(a-l)/p] - [a/p] + [o [p] (a)/p] 
şi presupunînd a g [hp+1, hp+p-1], rezulta 



(2.3.24.) 




(2.3.25) 



[(a— l)/p] = [a/p] 

deci A(a, p) = [(a-l)/p] - i p (a) = [cr [p] (a)/p] 

De asemenea, dacă a = hp, atunci 
[(a-l)/p] = [(hp-l)/p] = h-1 
în timp ce [a/p] = h, deci (2.3.24) devine 
A(a, p) = [a [p] (a)/p] - 1 (2.3.26) 

Analog, dacă a = hp + p, obţinem 
[(a-l)/p] = [h + 1 - (l/p)] = h 

iar [a/p] = h+1, deci (2.3.24.) are forma (23.26). Pentru orice a 
pentru care A(a, p) are forma (2.3.25.) sau (2.3.26.) deducem că 
A(a, p) este maxim dacă G^ p j(a) este maxim, deci pentru a = a M , 
unde 

a M = ((P-D(p-l) (p— 1) P [p] 

v termeni 
Avem deci 

a M = (P- 1 )^) + (P - l) a v _i(p) + ... + (p-l^ţp) + p = 

= (p-1) [(p v -l)/(p-l) + (p v -i- l)/(p-l) + ... + (p 2 - 1)/ (p— 1)] + p = 
= (P v + p v_1 + ... + pip) - (v-1) = p a v (p) - (v 1) 

Rezultă că a M nu este multiplu de p dacă şi numai dacă v-1 nu 
este multiplu de p. 
în acest caz 

0 [p/ a M) = (v-D(p-l) + p = pv-v+1 
$i 

A(a M , p) = [o [p] (a M )/p] = [v - (v— l)/p] = v - [(v-l)/p] 

Deci 

i p (a M )>[(a M -l)/p]-t 

adica i p (a M ) e [[(a M — l)/pg— t, [(a M - l)/p]]. 

Dacă v-1 e (hp, hp+p), obţinem [(v-l)/p] = h şi 
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h(p-l) + 1 < A(a M ) < h( p— 1 ) + p + 1 
deci 

lilTl A(cc m , p) = oo 

Ct 

Observăm de asemenea că 

[«x M -l)/pi= a v (p) - [(v-l)/p] = (p v+1 - l)/(p— 1) - [(v— l)/p] e 
e [(p 11 ^ 1 - l)/(p-l) - h, (p h P + P +I - l)/(p-l) - h] 

Aşadar, dacă a M -4- ca p x , atunci A(cc M , p) — > - ca x. 

De asemenea din 




2.4. Legături între funcţia S şi unele funcţii numerice clasice 



în acest pragraf vom prezenta legături ale funcţiei S cu funcţia lui 
Euler, funcţia lui von Mangolt, funcţia lui Riemann, funcţia fi 
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2.4.1. Definiţie. Funcţia lui von Mangolt se defineşte prin 

r 

. . . In p, dacă n = p m 

0, dacă n * p m (24.1.) 

Se ştie că această funcţie nu este multiplicativă, adică din (n, m) = 
1 nu rezultă A(n.m) = A(n).A(m) 

De exemplu, pentru n = 3 şi m= 5 avem A(n) = In 3, A(m) = In 5 
şi A(mn) = A(15) = 0 

Despre această funcţie se cunosc următoarele rezultate: 

2.4.2. Teoremă. Avem 

(i) ^ A(d) = In n 

V 

'n 

(ii) A(n) = T M(d) in^- 

p d 

unde pi este funcţia lui Moebius, definită prin 

( 1, dacă n = 1 

0, dacă n este divizibil cu un pătrat 

(-1 ) k , dacă n = pjp 2 . . . p k (24.2 ) 

2.43. Definiţie. Funcţia \|/: R — » R este definită prin relaţia 

\l/(x) = ]T In p (2.4.3) 

p“s X 

Dintre proprietăţile acestei funcţii menţionăm doar două, de care 
avem nevoie în continuare, şi anume: 

2.4.4. Teoremă. Funcţia \\f satisface 

(i) v(x)= A(n) 
n< x 

(ii) \|t(x)= ln[l.2,3 [x] 
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unde cu paranteză dreaptă am notat cel mai mic multiplu comun al 
numerelor 1, 2, ... [x]. 

Se ştie că pe mulţimea N* putem considera două structuri laticeale 
şi anume 

% = (N*,A,V),*4 = (N *,£$) 
unde A = min, V = max 

A = c.mmd.c. ( notat pînă acum cu paranteze rotunde ) 

V = c.m.m.d.c. (notat pînă acum nu paranteze drepte) 

Ordinea indusă pe N* de structura A^ o vom nota cu <, iar ordinea 
indusă pe N* de structura A£, o notăm cu <d, se ştie că 

n x < d n 2 nj divide n 2 (<=> nj/u,) (24.4.) 

In virtutea acestor consideraţii putem spune că funcţia S este 
definită pe laticea A^ cu valori în laticea A£ 

Aceasta în virtutea proprietăţii 

S(nj ^ r n 2 ) = S(n 1 ) V S(n 2 ) (24.5.) 

pe care o are S. 

In felul acesta S devine o funcţie monotonă, în sensul că 
nj < d n 2 => S(nj) < S(ir,) (24.6.) 

Se ştie [Lj] că dacă (7/ A, V) este o latice finită, V= {x t , x 2 , ... x n } 
cu ordinea indusă <, atunci pentru orice funcţie f: V — » R, funcţia 
generatoare ataşată este definită prin 

F ( n ) = ^ f ( y ) (24.7) 

Acum putem reveni la funcţia lui Mangolt şi să observăm că 
notînd cu F 1 funcţia generatoare ataşată funcţiei numerice f în laticea 
A^,, şi cu F° funcţia generatoare ataşată lui f în laticea A^ în virtutea 
teoremei 2.4.2 avem pe de-o parte: 

F d (n)= j£ n A(k) = lnn (24.8.) 
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iar pe de altă parte se poate constata cu uşurinţă că funcţia 
generatoare ataşată aceleiaşi funcţii a lui Mangolt, însă în laticea î\^ 
este 

F°( n ) = ^ A(k) = \|/(n) = In [1, 2, .... n] 

Observăm deci că fiecărei funcţii numerice f îi putem ataşa două 
funcţii generatoare şi anume funcţiile F° şi F 1 . 

Pe baza acestor consideraţii obţinem diagrama următoare: 



F d (n) = £ A(k) = In n 



F(n) = £ A(k) = \|/(n) 
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Observăm de aici că definiţia Iui S este într-o strînsă legătură cu 
egalităţile (1.1.) şi (2.2.). 

Considerînd drept f funcţia lui Mangolt, din egalităţile 
[1,2, ...,n] = e F(n) = e f O) . e f(2) ..... e f(n) = e v(n) 

n ! = e F(n) = 1 > • e 1 ^ 2 ) e^^ 

utilizînd şi definiţia funcţiei S, suntem conduşi la a considera 
funcţii numerice de forma 

y(n) = min [m/n< d [l,2, ..., m]} (2.4.9.) 

asupra cărora vom reveni într-un paragraf care urmează. Revenind 
la ideea legăturii dintre funcţia S şi funcţii numerice clasice, pentru a 
prezenta o legătură dintre S şi funcţia lui Euler amintim că dacă p 
este un număr prim, atunci 

cp(p“) = p « - p»- 1 (24.10.) 

iar pentru a > 2 avem 

p a_1 = (H)Vi(p) + 1 deci a [p](P a_1 ) = P 
Utilizînd egalitatea (2.3.4.) rezult 

S p (P°- 1 ) = (p-l)p“ -1 + tf [p] (p a-1 ) = q*p°) + P (2.4.11.) 

2.4.5. Definiţie. Seria Dirichlet ataşată unei funcţii 
f: N* -> C 
este 

Df<z)=S^Y- (2.4.12.) 

n=l n 

care pentru un anume z = x + i y poate fi convergentă sau na 
Cea mai simplă serie Diriclet este 

OO 1 

C(z) = X— (24.13.) 

n=l n 
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numită funcţia Iui Riemann sau funcţia zeta, care este convergentă 



pentru Rez >1. 

In cele ce urmează vom presupune că Z € R, deci z = x. 
2.4.6. Teoremă. Dacă 

t. 



n=rtP> 



i = 1 



este descompunerea în factori primi a numărului natural n. atunci 
între funcţiile S p si funcţia lui Riemann avem următoarea legătură 



C(x-l) ^ Splprj-Pi 



s(x) 



= ln 



(2.4.14.) 



a>I 



i = 1 



Pi 



Demonstraţie: 

Se ştie cd sena Dirichet ataşata funcţiei Iui Mobius est* 
l 

D y (z) 3 = pentru Re(z)>l 

C (z) 

iar seria Dirichet ataşata funcţiei lui Euler este 



«Z-D 

D s (z)= pentru Re(z)>2 

«*) 

Avem de asemenea 

D 5 (z)=C 2 (z) pentru Re(z)>l 

unde 5(n) este numărul divizorilor iui n, inclusiv Isi n. 
Mai general: 



D T k (n)~C(z)*C(z-k), pentru Re(z)>l, Re(z)>k-1 



unde A(n) este suma puterilor de ordinn k a divizorilor Iui n 
Vom nota tfn) in ioc de t, fn), iar T 0 fn)— 5 fn). 

După cum am mai spus. între funcţiile cp si ţ există legătura 



Ş(x-l) _ y cp(n) 
C(x) n>: n x 
în plus, avem 



(2.4.15.) 




